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Abstract-The purpose of this paper is the variational formulation of the rate problem in thermoplasticity or
coupled thermoviscoplasticity, when the elastic-plastic transformation is finite, Following Hill's method we
show that, for an elastic-plastic material with intermediate relaxed configuration, the nominal stress rate can
be derived from a potential function expressed in terms of the gradient of the displacement rate; from this
property we derive an extremum principle and a uniqueness criterion for the velocity field,

Resume-L'objet de cet article est la formulation variationnelle du probleme aux limites en vitesses en
thermoplasticite ou thermoviscoplasticite couplee, en transformation finie, Suivant la methode de Hill, nous
montrons que pour un materiau elastoplastique a configuration intermediaire relachee la vitesse de
contrainte nominale derive d'un potentiel en gradient de Ja vitesse de deplacement; on en deduit un principe
d'extremum et un critere d'unicite pour Ie champ des vitesses,

1. INTRODUCTION

On peut generalement formuler sous deux formes differentes un probleme aux limites en
mecanique. La premiere est la formulation locale, qui peut sembler la plus naturelle dans la
mesure ou elle est la simple juxtaposition de la loi de comportement et des equations generales
locales de la mecanique des milieux continus. La seconde est la formulation variationnelle,
globale, qui n'existe que pour certaines lois de comportement et qui est liee ades proprietes de
convexite de potentiels ou de fonctionnelles. Elle est particulierement adaptee aux methodes
actuelles de calcul numerique par elements finis; c'est pourquoi il est indispensable de chercher si
une telle formulation existe chaque fois que I'on etudie une nouvelle loi de comportement.

Pour la determination du champ des vitesses on connait en elastoplasticite infinitesimale Ie
principe de minimum en vitesse de contrainte de Hodge et Prager et Ie principe de minimum en
vitesse de deplacement de Greenberg. Ces principes ont ete recemment etendus a
I'elastoviscoplasticite infinitesimale avec deformations plastiques instantanees par Mandel [1] et a
la thermoplasticite non couplee par Mroz et Raniecki [2]. En elastoplasticite finie, Hill [3] a etabli
un principe de minimum en vitesse de deplacement pour une certaine loi d'evolution de la
deformation plastique.

Depuis quelques annees a ete developpee par differents auteurs, dont Teodosiu[4], Lee[5],
Mandel [1], la theorie du materiau elastoplastique aconfiguration relachee; c'est un materiau pour
lequel, suivant l'idee d'Eckart[6], la transformation totale est Ie produit des transformations
elastique et plastique. Le but des recherches que nous exposons ici etait d'etablir pour un tel
materiau elastoplastique-viscoplastique la formulation variationnelle du probleme aux limites en
vitesses.

Hill [7], dont nous rappelons plus bas les principaux resultats, a etudie la c1asse des materiaux
pour lesquels la vitesse de contrainte nominale derive d'un potentiel en gradient de la vitesse de
deplacement. II a montre comment etablir pour de tels materiaux un critere d'unicite en vitesses
et un principe d'extremum pour Ie probleme aux limites en vitesses.

Nous etablissons ici les equations locales en vitesses, en variables euleriennes, en
thermoplasticite finie non couplee et en thermoviscoplasticite finie couplee. Nous montrons que
les materiaux auxquels nous nous interessons font partie de la c1asse des materiaux etudies par
Hill. Nous en deduisons des criteres d'unicite en vitesses et des principes de minimum.

2. GENERALITES

2.1 Rappel des resultats de Hill
Considerons Ie tenseur des contraintes dites nominales 9, tenseur de Lagrange relatif a la

configuration actuelle. II est egal au tenseur de contraintes de Cauchy 0', mais sa vitesse 8 n'est
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pas egale a ceJle du tenseur de Cauchy u. Ces deux vitesses sont en eifet Iiees par la relation:

9 = u -Vu + u divv 0)

dans laquelle v designe Ie vecteur vitesse de deplacement et V Ie gradient de la vitesse de
deplacement.

Le champ des vitesses de contraintes nominales 9 doit verifier les equations du mouvement
qui en transformation quasistatique s'ecrivent:

aO;j+ P = 0
ax; p J

(2)

on les Pi sont les composantes de la resultante des forces massiques et p est Ie masse volumique
actuelle.

Considerons un volume V de matiere, de surface avo Etant donne un champ de vitesses de
contraintes nominales 8 statiquement admissible, c'est-a-dire verifiant les equations de I'equilibre
(2) et les eventuelles donnees aux limites en contraintes, et un champ v* de vitesses de
deplacement cinematiquement admissible, Ie principe des puissance virtuelles s'ecrit:

(3)

oil les t sont les composantes des vitesses de forces surfaciques nominales, telles que:

et oil les V'i sont les composantes du gradient V* de la vitesse:

* _ aViV;j--a.
Xi

(4)

(5)

Hill [7] considhe la classe des materiaux pour lesquels la vitesse de contrainte 9 derive d'un
potentiel U(V), c'est-a-dire tels que:

. au
(Jij=-a .

Vji
(6)

Soit un volume V d'un tel materiau dont on connait I'etat actuel. Sur la partie ST de sa surface av
on impose des vitesses de forces surfaciques nominales rd

, et sur la partie complementaire Sv de
av des vitesses de deplacement yd. On connait d'autre part les vitesses Fdes forces de masse. Le
principe des puissances virtuelles (3) associe ala relation (6) permet de montrer que Ie champ des
vitesses de deplacement rend extremale la fonctionnelle:

J(v*) = Iv U(v*) dT - LpPivt dT - L t/vt ds. (7)

Le principe des puissances virtuelles permet d'autre part de demontrer Ie critere d'unicite
suivant:

Le champ des vitesses est unique si quels que soient les champs de vitesses cinematiquement
admissibles vt, v\ et les vitesses de contraintes 8t, tP associees par la relation (6), on a
l'inegaIite:

(8)

qui exprime la convexite de la fonctionnelle J.
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Si la critere (8) est verifie, l'extremum de J est un minimum et Ie champ des vitesses reel minimise
la fonctionnelle J(v*).

D'une relation du type (6) on peut donc deduire systematiquement un principe de minimum, si
la condition (8) de convexite est verifiee.

Hill[3] a applique ces resultats en particulier aux materiaux elastoplastiques repondant a une
certaine loi d'evolution de la deformation plastique en transformation finie. Nous les utiliserons ici
dans I'etude du probleme en vitesses pour les materiaux elastoplastiques et viscoplastiques a
configuration interm6diaire relachee.

2.2 Cinematique et thermodynamique de fa transformation eIastopiastique
Soit (0) la configuration de reference d'un element de matiere sous contrainte nulle a la

temperature TO. Soit (a) sa configuration actuelle dans laquelle u est Ie tenseur de contrainte de
Cauchyet T la temperature absolue. Si, a partir de (a), on decharge instantan6ment 1'6l6ment de
matiere en la ramenant ala temperature TO, on obtient une configuration (K) dite intermediaire
relachee, definie aune rotation arbitraire pres.

Soit F Ie gradient de la transformation totale (O)~(a). On designe par E Ie gradient de la
transformation elastique, qui fait passer de (K) a (a), et par P Ie gradient de la transformation
plastique, qui fait passer de (0) a (K). Fest alors Ie produit de E par P:

F=EP. (9)

Derivons la relation (9) par rapport au temps et multiplions les deux membres de la relation
obtenue par r l a droite. On obtient l'expression du gradient de la vitesse de deplacement:

(10)

On remarque, avec Mandel [1], que chacun des deux termes du second membre de la relation (10)
n'a pas de signification intrinseque et est lie au choix de la configuration relachee. Nous fixerons
plus loin I'orientation de la configuration relachee et utiliserons les notations suivantes:

(11)

On designera par D, D", DP les parties symetriques de V, V", VP respectivement. D est la vitesse
de deformation totale. On appelle De vitesse de deformation elastique et DP vitesse de
deformation plastique. Entre ces differentes grandeurs, on a les relations suivantes:

V=Ve +VP

D=D" +DP
•

(12)

(13)

Suivant Zarka[8], Teodosiu[4], Mandel[l], l'etat thermodynamique d'un element de matiere
est defini par les variables d'etat suivantes:

A" = !(ETE- I), tenseur de deformation de Green de la transformation elastique.
a = {aklk = 1, .. , n}, famille de parametres internes definissant I'etat d'ecrouissage du

materiau.
T, temperature absolue.

Comme la configuration relachee (K) n'est definie qu'a une rotation arbitraire pres, Ae
, a,

dependent de l'orientation de cette configuration et les expressions des fonctions thermodynami
ques en dependent alors generalement aussi. On introduit done la notion de repere directeur dans
la configuration rehlchee, repere dans lequelles fonctions thermodynamiques ont une expression
fixe en fonction des variables d'etat. Dans la suite nous supposerons les configurations rehlchees
isoclines, c'est-a-dire telles que Ie triedre directeur y ait une orientation fixe. Si q, designe alors
1'6nergie libre sptkifique, on peut ecrire:

q, = q,(Ae
, a, T). (14)
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Soit s(4', a, T) J'entropie specifique et u(4', a, s) I'energie interne specifique du materiau. Soit 'IT

Ie tenseur de contraintes de Kirchhoff relatif a la configuration relachee (K), defini par:

(15)

ou PK designe la masse volumique dans la configuration (K).

L'application de la methode de Coleman aI'inegalite de Ciausius-Duhem permet d'etablir les
relations suivantes entre grandeurs thermoelastiques:

(16)

Designons par H« 'IT Ip.), a, T) I'enthalpie libre specifique definie par:

ou: designe la contraction sur deux indices: ('lTlp.): 4 e = ('lTulpK)4ij.

Les relations (16) peuvent etre reecrites sous la forme suivante:

(17)

4 e = _.2!!-
a(;)

s
aH
aT

(l8)

Dans la suite on fera de plus J'hypothese, qui n'est pas fondamentale pour les demonstrations,
mais apporte quelques simplifications dans les caleuls, que les coefficients elastiques sont
independants de J'ecrouissage:

(19)

2.3 Relations en vitesses entre grandeurs thermoelastiques
Nous allons etablir ici les relations entre vitesse de deformation elastique,

contrainte et vitesse de temperature dont nous aurons besoin par la suite.
Derivons done la relation (18) par rapport au temps. On obtient:

;'e LO ('lTrs
) AOT'

l.1ij Ijrs r;: + Ij

ou I'on a pose:

vitesse de

(20)

(21)

et ou ron a tenu compte de la relation (19).
Pour obtenir des relations entre grandeurs euleriennes, exprimons la vitesse .i' en fonction de

la vitesse de deformation elastique. La definition de 4' permet de montrer que:

(22)

D'autre part la derivation par rapport au temps de la relation (15) de definition du tenseur de
Kirchhoff 'IT conduit a I'egalite:
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ou la derivee a est definie de la maniere suivante:

u = u - V'u - uV·T + u div v.

951

(23)

(24)

Cette derivee est une derivee au sens de Truesdelliorsque la transformation plastique a lieu sans
variation de volume.

Designons par L et A les matrices des coefficients elastiques apparents definies par:

et

(25)

Les relations (22), (23), (25) permettent de transformer la relation (20) et d'obtenir l'expression de
la vitesse de deformation elastique en fonction de la vitesse de contrainte et de la vitesse de
temperature sous la forme:

D' = L: .!!:+At.
p

(26)

Nous pouvons inverser cette derniere relation pour exprimer la vitesse de contrainte u en
fonction de la vitesse de deformation elastique et de la vitesse de temperature. Soit K la matrice
inverse de L et soit M la matrice definie par:

De (26) on deduit alors:

M=-K:A.

.!!:= K:D' +Mt.
p

(27)

(28)

On aurait pu obtenir Ie meme resultat en derivant la relation (16) par rapport au temps.
Compte-tenu de cette remarque et des relations (22), (23), on voit que si l'on pose:

° a
2

ifJ
K Ij"' = a<iija M, et

les matrices K et M sont donnees par:

(29)

(30)

Nous remarquons ici la maniere dont la transformation elastique intervient dans l'expression de
K et L. Si la matrice KO est constante, c'est-a-dire si Ie potentiel elastique est quadratique, la
matrice K n'est constante que dans Ie cas ou la deformation elastique est negligeable (E est une
rotation) et ou Ie materiau est isotrope dans les configurations reh1chees. Notons d'autre part que
si KO definit une forme quadratique definie positive il en est de meme de K.

3. THERMOPLASTICITE NON COUPLEE

3.1 Presentation
Nous considerons dans cette partie les materiaux elastoviscoplastiques a deformation

plastique instantanee en l'absence de couplage thermomecanique. Nous supposons donc que la
distribution des temperatures et leur vitesse dans un volume V de matiere sont independantes de
son evolution mecanique, et sont donc donnees par I'equation de la chaleur.

IJSS Vol. 11 No. 9-8
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Nous cherchons it etablir pour les materiaux etudies ici un principe de minimum en vitesses de
depJacement suivant la methode de Hill rappelee au paragraphe 2.1. Nous devons done exprimer
la vitesse de contrainte nominale iJ en fonction du gradient de la vitesse de deplacement.
Comparant les equations (1) et (24), nous notons la relation suivante entre iJ et u:

(31)

Nous commencerons done par exprimer u en fonction du gradient de la vitesse de deplacement
et nous en deduirons iJ.

3.2 Loi de comportement piastique et viscopiastique
Pour un materiau elastoviscoplastique it deformation plastique instantanee, Ie gradient de la

vitesse de transformation plastique est la somme d'un terme viscoplastique fonction de l'etat actuel
du materiau et d'un terme de plasticite instantanee.

Introduisons un nouveau tenseur de contraintes l{1 detini par:

(32)

On sait que l'on peut generaliser la theorie du potentiel plastique de Hill au cas de la
transformation tinie, soit comme Mandel[l] it partir d'hypotheses physiques, soit comme Nguyen
et Halphen[9] a partir du principe de dissipativite normale. II existe alors une frontiere de
plasticite instantanee ctefinie par:

f( l{1, a, T) 0

ou fest une fonction convexe de l{1; et Ie gradient de la vitesse de transformation plastique
s'ecrit:

pp- 1 = BO(I/1 T) + AJi {A ~ 0 si f = 0 et 1=0
, a, al/1 A = 0 si f < 0 ou f < 0

(33)

ou RO(l{1, a, T) est la partie viscoplastique de ce gradient.
De meme revolution des parametres internes ak est donnee par une relation de la forme:

(34)

ou A a la meme valeur que dans la relation (33).

3.3 Expression de la vUesse de deformation totale en fonction des vitesses de contrainte et de
temperature

La relation (13) indique que la vitesse de deformation totale D est la somme de la vitesse de
deformation elastique De et de la vitesse de deformation plastique lY. L'equation (26) nous donne
rexpression de De en fonction de u et t. II nous faut done exprimer lY en fonction de u et t.
c'est-a-dire calculer Ie multiplicateur plastique A en fonction de ces vitesses, la partie
viscoplastique de la vitesse de deformation etant donnee par l'etat actuel du materiau.

Considerons done un point sur la frontiere de plasticite instantanee f = 0 et supposons qu'il soit
en charge plastique, c'est-a-dire que i = 0, soit:

af.· af. fif· _
al{1 .l{1 + aak a. + aT T - O. (35)

Rempla(j:ons dans cette equation ak par l'expression qu'en donne la relation de comportement
(34). On en deduit la valeur du multiplicateur plastique A:
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(36)

ou h = - (afl aak)Ck est Ie module d'ecrouissage en plasticite instantanee. Nous supposons dans
la suite que l'ecrouissage instantane est positif, c'est-a-dire que h est positif.

II nous faut maintenant calculer (afIa1/1 ): 4J en fonction de iT et t. Derivons par rapport au
temps la relation (32) qui definit 1/1. Nous obtenons:

. 1 T(. eT veT d' )ET - 11/1 =- E u +V u - u + u IV V .
P

D'apres la definition (24) de iT nous pouvons ecrire I'equation (37) sous la forme:

(37)

(38)

Rempla<;ons maintenant De par la valeur qu'en donne la relation (26) en fonction de iT et t. II
vient:

Introduisons maintenant les notations suivantes:

o af 0 -I
n ij = al/l

ij
et n = En E .

(39)

(40)

Si on identifie les I/Iij aux composantes d'un vecteur de R9
• les n~ sont les composantes de la

normale a la frontiere de plasticite instantanee dans R9
•

L'equation (39) qui donne la valeur de 4J permet d'ecrire:

af· o' 1 [ (iT) 'Jal/l : 1/1 = n : 1/1 = pn: iT +2 L: p u +2AuT .

Or il est facile d'etablir que:

n: [(L:~)uJ= (nu):L:~

et que:

n: (Au) = (nu): A.

(41)

(42)

(43)

On peut maintenant transformer l'equation (41) en utilisant les relations (42) et (43) et l'ecrire sous
la forme:

o' [2 JiT 2 .n:1/I = n+-(nu): L :-+-(nu):AT.
p p p

(44)

Reportons cette valeur dans l'equation (36). Nous obtenons alors l'expression suivante du
multiplicateur plastique A lorsqu'il y a charge plastique:

(45)

Si un point se trouve sur la frontiere de plasticite instantanee, la decharge est caracterisee par i < 0
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et alors A = O. On peut alors donner au multiplicateur plastique A la forme suivante:

(46)

OU (x) designe la partie positive du nombre reel x, egale ax si x ;;", 0, azero si x ~ 0, et ou Y(j) est
definie par:

Y(j) = 1 sif = 0 Y(j) = 0 sif <0.

Posons alors: B = EB~-l. Reportons dans la relation (11) de definition de la partie plastique du
gradient de la vitesse I'equation (33) dans laquelle on remplace A par sa valeur donnee par (46), on
obtient:

(47)

Designant par {B} la partie symetrique de B, on peut alors donner I'expression suivante de la vitesse
de deformation totale:

L'equation (48) nous donne,lorsque I'on connait I'etat actuel du materiau la valeur de la vitesse de
deformation totale D en fonction des vitesses de contrainte u et de temperature t.

3.4 Expression de la vitesse de contrainte en fonction des vitesses de deformation et de temperature
Nous allons maintenant inverser la relation (48) pour obtenir I'expression de la vitesse de

contrainte u en fonction de la vitesse de deformation totale D et de la vitesse de temperature t.
Multipliant les deux membres de I'equation (48) par I'inverse K de L, on obtient:

u .
-=K:(D-AT-B)-A K:n
p

(49)

oU les symetries de K ont permis de remplacer {B} et {n} par B et n respectivement.
II nous faut maintenant calculer Ie multiplicateur plastique A en fonction de D et t. Supposons

que f = 0 et qu'il y ait charge plastique i = O. Multiplions les deux membres de I'equation (49) par

n + 2(nu): L. Compte tenu de I'expression (45) de A, on obtient:
p

af [2 af] .hA --bk - -(nu):A+- T
aak p aT

. 2 . ( ') )=n:K:(D-AT-B)+p(nul:(D-AT-B)-A n:K:n+~(nul:n .

D'ou on deduit:

. 2 af af .
n:K:(D- AT - B) +-(nu):(D- B)+-bk +-T T

A = P (Jak a
2h +n:K:n+-(nu):n
p

(50)

(51)

Pour avoir reellement l'expression de Aen fonction des vitesses de deformation et de temperature,
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il faut avoir un critere de charge et de decharge en fonction de ces vitesses. La decharge est
caracterisee par i < 0, A = 0, ce qui implique:

0' af af .
n :."+- bk + 'T T <0.aak U

(52)

En decharge, la deformation est elastoviscoplastique. La vitesse de deformation Dest alors donnee
par I'equation (48) ou I'on fait Y(f) = O. On peut alors inverser ceUe derniere equation sous la
forme:

u .
-= K:(D- AT - B).
p

(53)

Reportant alors ceUe equation dans la relation (44) qui donne I'expression de nO: tb, la condition de
decharge (52) s'ecrit:

. 2 af af .
n:K:(D- AT - B) +-(nu): (D- B) +-bk +-TT <0.

P aak a

Le multiplicateur A etant positif ou nul, on voit que, sous la restriction:

2
h +n:K:n+-(nu):n>O

p

I'inegalite (54) caracterise la decharge. On a alors:

(
. 2 af . af .)

n:K:(D- AT - B)+-(nu):(D- B) +-bk +-TT
A = Y(f) P 2 aak a .

h + n: K:n +-(nu):n
p

(54)

(55)

(56)

L'equation (49) permet alors de connaitre I'expression de la vitesse de contrainte u en fonction
des vitesses de deformation D et de temperature t:

u .
- = K:(D- AT - B)

p ( . 2 af af .)
n: K: (D- AT - B) + p(nu): (D- B) + aak bk + aTT

-K:nY(f) 2. . (57)
h+n:K:n+-, u):n

p

L'inegalite (55) est une condition necessaire sur I'etat actuel du materiau pour pouvoir distinguer la
charge plastique de la decharge en fonction de la vitesse de deformation totale D. C'est alors une
condition necessaire pour pouvoir exprimer la vitesse de contrainte u en fonction de D.

Si on suppose que K est une matrice definie positive, on est sur que:

h +n:K:n>O. (58)

C'est done Ie troisieme terme du premier membre de I'inegalite (55) qui peut Ie rendre negatif.
Notons qu'avec la loi de comportement en transformation finie qu'i! avait choisie, Hill [3] trouvait
une condition du type (58), identique a celle que I'on trouve en petite transformation, et que I'on
pouvait supposer toujours verifiee.

Nous supposons dans la suite que l'inegalite (55) est verifiee, et done que I'on peut ecrire la
relation (57), partout dans Ie volume V de matiere que I'on considerera.

3.5 Unicite et principe d'extremum en thermoplasticite non coupJee
Connaissant l'expression de la vitesse de contrainte u et du multiplicateur plastique A,

c'est-a-dire de la partie plastique du gradient de la vitesse, en fonction de la vitesse de deformation
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D et de la vitesse de temperature t, nous sommes en mesure de calculer la vitesse de contrainte
nominale iJ en fonction du gradient de la vitesse de deplacement. La relation (31) entre iJ et iT et les
equations (56) et (57) permettent d'ecrire:

iJ=pK:(D-At-B)+uVT -(uBT +Bu)

(
,2 at at ,)

n:K:(D- AT - B)+-(nu):(D- B) +-bk +-TT
T P aCXk a

-(pK:n+un +nu)Y(f) 2 .
h +n:K:n+-(nu):n

p
(59)

Grace aux symetries des differents tenseurs qui interviennent dans l'expression de 9, on peut
ecrire la relation (59) sous la forme:

(60)

U(V) etant defini par:

_ p , ,. . 1 T.
U -2:(D-AT-B).K.(D-AT-B)+2:O"irVj rVj i -(uB +Bu).D

(
. 2 at at .)2

n:K:(D-AT-B)+-(nu):(D-B)+-abk + aT T
_ f!.Y(f) p CXk

2 2
h +n:K:n+-(nu):n

p

(61)

Comme, d'apres la relation (60), la vitesse de contrainte nominale 9 derive d'un potentiel en
gradient de la vitesse de deplacement, on peut utiliser les resultats de Hill rappeles au paragraphe
2.1.

La solution du probleme aux limites en vitesses de deplacement rend extremale la fonctionnelle
J(v*) definie par l'equation (7).

Si la condition (8) de convexite de la fonctionneUe J(v*) est verifiee, la solution unique du
probleme en vitesses rend J(v*) minimale.

Pour expliciter la condition (8), qui nous donne une condition suffisante d'unicite de la
solution du probleme en vitesses, it faut distinguer pour chacun des deux champs de vitesses VI,

v2 cinematiquement admissibles envisages queUes sont les zones du volume V en charge ou en
decharge plastique. Pour eviter de faire cette distinction, nous allons, comme l'a fait Hill [3],
deduire du critere (8) un critere d'unicite plus faible, c'est-a-dire condition suffisante pour que Ie
critere (8) soit verifie.

Remarquons d'abord que:

(62)

Cette inegalite entraine que:

(63)

ou ~D = D I
- D2

, ~v = VI - v2

On en deduit alors Ie critere d'unicite suivant:
La solution du probleme aux limites en vitesses de deplacement est unique si quels que soient
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les champs de vitesses vt, v\ cinematiquement admissibles, l'inegalite suivante est verifiee:

(64)

Notons que ce dernier critere d'unicite (64) ne contient ni termes viscoplastiques, ni termes
thermiques. II s'applique donc dans tous les cas de plasticite sans couplage thermomecanique,
avec ou sans deformation viscoplastique, isotherme ou non.

3.6 Cas particuliers
(a) Plasticite isotherme. Considerons un materiau elastoplastique, atemperature constante,

sans deformations viscoplastiques. Pour un tel materiau, Ie potentiel U a la forme suivante:

(65)

(b) Viscoplasticite isotherme. Considerons un materiau elastoviscoplastique, sans
deformations plastiques instantanees, atemperature constante. Le potentiel U de ce materiau a
la forme suivante:

U = ~(D- B): K: (D- B) + ~(TirVjrVji - (CTB
T +BCT) :D.

Le critere (8) de convexite de ](v*) s'ecrit alors:

(66)

(67)

Ce critere est identique acelui que l'on trouve en elasticite tinie. II faut cependant rappeler que
(67) n'est qu'une condition suffisante d'unicite de la solution du probleme en vitesses de
deplacement; on ne peut donc pas affirmer qu'il y a equivalence entre l'unicite en vitesses en
viscoplasticite et en elasticite.

4. THERMOVISCOPLASTICITE COUP LEE

4.1 Presentation
Nous considerons maintenant un materiau elastoviscoplastique sans deformations plastiques

instantanees. Conformement a l'equation de conservation de l'energie, nous tenons compte du
couplage entre efIets thermiques et efIets mecaniques.

Pour evaluer la vitesse de contrainte nominale 8, nous commencerons comme precMemment
par calculer la vitesse de contrainte u en fonction de la vitesse de deformation totale D. La
relation thermoelastique (28) nous permet d'ecrire:

(68)

Pour un materiau viscoplastique, la partie plastique VP du gradient de la vitesse et donc sa partie
symetrique DP sont donnees par l'etat actuel du materiau; l'equation (33) s'ecrit:

VP = B(l/I, a, T) (69)

Pour calculer u en fonction de D, iI ne nous reste donc qu'a calculer la vitesse de temperature t.
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4.2. Calcul de la vitesse de temperature
Les relations (16) entre grandeurs thermoelastiques permettent de transformer I'equation de

I'energie et de la mettre sous la forme:

r: . (1T ETEP'p-t) acjJ. I d's = tr - - - ak - - IV q
p. aak p

(70)

q designant Ie vecteur flux de chaleur.
La relation (15) qui definit 1T en fonction de u et la deuxieme relation (16) permettent de

reecrire I'equation (70) sous la forme suivante:

(71)

Introduisons alors Ies notations suivantes:

(72)

c est la chaleur specifique a deformation elastique et ecrouissage constant. Remarquant d'autre
part que:

a2 cjJ Ae ",.0 ,i. e M De
T Ae l.1ij = lVl :... = :a a1.1 Ii

on peut ecrire I'equation (71) sous la forme:

T· I [T De AT b u :D
P

I d' ]=- M: -l'ik k+---- Ivq .
c P P

(73)

(74)

On a ainsi exprime la vitesse de temperature en fonction de la vitesse de deformation elastique et
de I'etat actuel du materiau, c'est-a-dire en fonction de la vitesse de deformation totale et de I'etat
actuel du materiau:

. I [ u'D
P

I ]T=- TM:(D-DP)-Nkbk+-'---divq .
c p p

(75)

Notons que t n'est donnee par cette equation (75) qu'a I'interieur d'un volume V de matiere, et
non sur sa frontiere avo Sur av, test Iiee aux conditions aux limites thermiques.

4.3 Vitesse de contrainte nominale, Unicite et principe d' extremum en vitesses
Reportons dans I'equation (68) la valeur de t donnee par (75); on obtient:

!!: = (K +S):(D- DP)+lM(U :D
P

- Nkbk -ldiv q)
pcp p

ou la matrice S est detinie par:

(76)

(77)

La relation (31) entre la vitesse de contrainte nominale iJ et la vitesse de contrainte u permet
alors de caJculer iJ:

. T T M8 = p(K + S): (D- 1)") + uV - (VPu + uVP ) +-(u:1)" - pNkbk - div q), (78)
c
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Cette derniere equation montre qu'ici encore la vitesse de contrainte nominale 6 derive d'un
potentiel U en gradient de la vitesse de deplacement:

Ie potentiel U etant donne par:

. aU
8ij=

aVji
(79)

U = ~D: (K +S): D + ~(J"irVjrVji

- D: [P(K +S):D" +VPu +uVPT
- ~(u:D" - pNkbk - div q)J (80)

On retrouve evidemment Ie potentiel que I'on a trouve au paragraphe 3. pour un materiau
elastoviscoplastique sans deformations plastiques instantanees en I'absence de couplage
thermomecanique en supprimant la matrice de couplage S et les termes de dissipation
uD" - pNkbk. Le terme en div q vient alors de I'expression de t donnee par I'equation de la
chaleur.

La relation (79) permet d'affirmer que la solution du probleme aux limites en vitesses rend la
fonctionnelle J(v*) definie par I'equation (7) extremale, et minimale si Jest convexe.

Le critere de convexite (8), qui est aussi une condition suffisante d'unicite de la solution du
probleme en vitesses, s'ecrit ici:

(81)

quels que soient les champs de vitesses V
I
,V

2 cinematiquement admissibles, IJ.v designant leur
difference.

Le critere d'unicite (81) est Ie meme que celui que I'on obtiendrait par la meme methode en
thermoelasticite finie. On note que la matrice S etant definie positive, la condition suffisante
d'unicite donnee par la convexite de la fonctionnelle J est plus facilement verifiee lorsqu'on tient
compte du couplage thermomecanique que lorsqu'on n'en tient pas compte.

5. CONCLUSION

Nous avons etabli un principe d'extremum en vitesses de deplacement pour un materiau
elastoviscoplastique adeformation plastique instantanee sans couplage thermomecanique et pour
un materiau elastoviscoplastique avec couplage thermomecanique.

Considerons maintenant Ie probleme de I'evolution d'un volume de matiere pour certaines
conditions aux limites. Un principe de minimum tel que ceux que nous avons etablis permet aun
instant t de determiner numeriquement Ie champ des vitesses de deplacement. II est facile de voir
que, connaissant ce champ, on peut calculer la vitesse de contrainte nominale 6, la vitesse de la
transformation plastique et de la transformation elastique, la vitesse des parametres internes et
de la temperature.

Utilisant les conditions aux limites thermiques pour calculer la temperature, on peut alors
determiner I'etat du materiau aI'instant t +dt. Finalement les principes d'extremum que nous
avons etablis permettent de resoudre numeriquement un probleme d'evolution thermoplastique
en transformation finie.
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