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Abstract—The purpose of this paper is the variational formulation of the rate problem in thermoplasticity or
coupled thermoviscoplasticity, when the elastic-plastic transformation is finite. Following Hill's method we
show that, for an elastic-plastic material with intermediate relaxed configuration, the nominal stress rate can
be derived from a potential function expressed in terms of the gradient of the displacement rate; from this
property we derive an extremum principle and a uniqueness criterion for the velocity field.

Résumé—L’objet de cet article est la formulation variationnelle du probléme aux limites en vitesses en
thermoplasticité ou thermoviscoplasticité couplée, en transformation finie. Suivant la méthode de Hill, nous
montrons que pour un matériau élastoplastique a configuration intermédiaire relichée la vitesse de
contrainte nominale dérive d’un potentiel en gradient de la vitesse de déplacement; on en déduit un principe
d’extrémum et un critere d’unicité pour le champ des vitesses.

1. INTRODUCTION

On peut généralement formuler sous deux formes différentes un probléme aux limites en
mécanique. La premiére est la formulation locale, qui peut sembler la plus naturelle dans la
mesure ou elle est la simple juxtaposition de la loi de comportement et des équations générales
locales de la mécanique des milieux continus. La seconde est la formulation variationnelle,
globale, qui n’existe que pour certaines lois de comportement et qui est liée a des propriétés de
convexité de potentiels ou de fonctionnelles. Elle est particuliérement adaptée aux méthodes
actuelles de calcul numérique par éléments finis; c’est pourquoi il est indispensable de chercher si
une telle formulation existe chaque fois que I’on étudie une nouvelle loi de comportement.

Pour la détermination du champ des vitesses on connait en élastoplasticité infinitésimale le
principe de minimum en vitesse de contrainte de Hodge et Prager et le principe de minimum en
vitesse de déplacement de Greenberg. Ces principes ont été récemment étendus a
I’élastoviscoplasticité infinitésimale avec déformations plastiques instantanées par Mandel[1] et a
la thermoplasticité non couplée par Mroz et Raniecki[2). En élastoplasticité finie, Hill[3] a établi
un principe de minimum en vitesse de déplacement pour une certaine loi d’évolution de la
déformation plastique.

Depuis quelques années a été développée par différents auteurs, dont Teodosiu[4], Lee[5],
Mandel[1], la théorie du matériau élastoplastique a configuration relichée; c’est un matériau pour
lequel, suivant I'idée d’Eckart[6], la transformation totale est le produit des transformations
élastique et plastique. Le but des recherches que nous exposons ici était d’établir pour un tel
matériau €lastoplastique-viscoplastique la formulation variationnelle du probléme aux limites en
vitesses.

Hill[7], dont nous rappelons plus bas les principaux résultats, a étudié la classe des matériaux
pour lesquels la vitesse de contrainte nominale dérive d’un potentiel en gradient de la vitesse de
déplacement. Il a montré comment établir pour de tels matériaux un critére d’unicité en vitesses
et un principe d’extrémum pour le probléme aux limites en vitesses.

Nous établissons ici les équations locales en vitesses, en variables eulériennes, en
thermoplasticité finie non couplée et en thermoviscoplasticité finie couplée. Nous montrons que
les matériaux auxquels nous nous intéressons font partie de la classe des matériaux étudiés par
Hill. Nous en déduisons des critéres d’unicité en vitesses et des principes de minimum.

2. GENERALITES
2.1 Rappel des résultats de Hill
Considérons le tenseur des contraintes dites nominales 8, tenseur de Lagrange relatif 4 la
configuration actuelle. 11 est égal au tenseur de contraintes de Cauchy o, mais sa vitesse 0 n'est
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pas égale a celle du tenseur de Cauchy ¢. Ces deux vitesses sont en effet liées par la relation:
6=d¢-Vo+adivy (n

dans laquelle v désigne le vecteur vitesse de déplacement et V le gradient de la vitesse de
déplacement.

Le champ des vitesses de contraintes nominales @ doit vérifier les équations du mouvement
qui en transformation quasistatique s’écrivent:

09;,- .
—— = 2
P 2_-+-pF} 0 2)

oil les F; sont les composantes de la résultante des forces massiques et p est le masse volumique
actuelle. _

Considérons un volume V de matiére, de surface 3V. Etant donné un champ de vitesses de
contraintes nominales @ statiquement admissible, c’est-a-dire vérifiant les équations de I'équilibre
{2) et les éventuelles données aux limites en contraintes, et un champ v* de vitesses de
déplacement cinématiquement admissible, le principe des puissance virtuelles s’écrit:

féuv’}‘idr=f pEv”;‘dr»i—f Tw* ds (3)

ol les T; sont les composantes des vitesses de forces surfaciques nominales, telles que:
T; = niby 4)
et oll les v}, sont les composantes du gradient V* de la vitesse:

av;
x o IU
%= o (5
Hill{7] considére la classe des matériaux pour lesquels la vitesse de contrainte 6 dérive d’un
potentiel U(V), c’est-a-dire tels que:

. dU
=Y 6
01} al)ﬁ ( )
Soit un volume V d’un tel matériau dont on connait I'état actuel. Sur la partie St de sa surface 8V
on impose des vitesses de forces surfaciques nominales T et sur la partie complémentaire S, de
aV des vitesses de déplacement v°. On connait d’autre part les vitesses F des forces de masse. Le
principe des puissances virtuelles (3) associé 2 la relation (6) permet de montrer que le champ des

vitesses de déplacement rend extrémale la fonctionnelle:
J(V*)=f U(V*)df—f pFiv“?drr—f Tiv% ds. (N

Le principe des puissances virtuelles permet d’autre part de démontrer le critére d’unicité
suivant:

Le champ des vitesses est unique si quels que soient les champs de vitesses cinématiquement
admissibles v', ¥%, et les vitesses de contraintes §', §° associées par la relation (6), on a
inégalité:

f‘ G5~ 6)(wh—ovHdr>0 8

qui exprime la convexité de la fonctionnelle J.



Sur le champ des vitesses en thermoplasticité finie 949

Silacritére (8) est vérifié, extrémum de J est un minimum et le champ des vitesses réel minimise
la fonctionnelle J{v*),

D'une relation du type (6) on peut donc déduire systématiquement un principe de minimum, si
la condition (8) de convexité est vérifiée.

Hill[3] a appliqué ces résultats en particulier aux matériaux élastoplastiques répondant a une
certaine loi d’évolution de la déformation plastique en transformation finie. Nous les utiliserons ici
dans I'étude du probléme en vitesses pour les matériaux élastoplastiques et viscoplastiques a
configuration intermédiaire relachée.

2.2 Cinématique et thermodynamique de la transformation élastoplastique

Soit (0) la configuration de référence d'un élément de matidre sous contrainte nulle 3 la
température T°. Soit (a) sa configuration actuelle dans laquelle o est le tenseur de contrainte de
Cauchy et T la température absolue. Si, & partir de (a), on décharge instantanément I'élément de
matiére en la ramenant i la température T°, on obtient une configuration () dite intermédiaire
relichée, définie & une rotation arbitraire prés.

Soit F le gradient de la transformation totale (0)->(a). On désigne par E le gradient de la
transformation élastique, qui fait passer de (k) a (a), et par P le gradient de la transformation
plastique, qui fait passer de (0) & (k). F est alors le produit de E par P:

F=EP. ®

Dérivons la relation (9) par rapport au temps et multiplions les deux membres de la relation

obtenue par F~' & droite. On obtient 'expression du gradient de la vitesse de déplacement:
V=gradv=FF'=EE'+EPP'E"". (10)

On remarque, avec Mandel[1], que chacun des deux termes du second membre de la relation (10)
n’a pas de signification intrinséque et est lié au choix de la configuration relichée. Nous fixerons
plus loin l'orientation de la configuration reldchée et utiliserons les notations suivantes:

Ve =EE"' V" =EPP'E. an

On désignera par D, D°, D” les parties symétriques de V, V°, V? respectivement. D est la vitesse
de déformation totale. On appelle D° vitesse de déformation élastique et D” vitesse de
déformation plastique. Entre ces différentes grandeurs, on a les relations suivantes:

V=V +V* (12)
D=D°+D". (13)

Suivant Zarka[8}, Teodosiu[4], Mandel[1], ’état thermodynamique d'un élément de matiére
est défini par les variables d’état suivantes:

A° =HETE-1), tenseur de déformation de Green de la transformation élastique.

a ={alk =1,..,n}, famille de paramétres internes définissant I’état d’écrouissage du
matériau.

T, température absolue.

Comme la configuration relichée (x) n’est définie qu’a une rotation arbitraire prés, A°, a,
dépendent de I'orientation de cette configuration et les expressions des fonctions thermodynami-
ques en dépendent alors généralement aussi. On introduit donc la notion de repére directeur dans
la configuration reldchée, repére dans lequel les fonctions thermodynamiques ont une expression
fixe en fonction des variables d’état. Dans la suite nous supposerons les configurations relichées
isoclines, c’est-a-dire telles que le triédre directeur y ait une orientation fixe. Si ¢ désigne alors
I’énergie libre spécifique, on peut écrire:

¢ =A% a, T). (14)
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Soit s(A°, @, T) I'entropie spécifique et u(A°®, a, s) I'énergie interne spécifique du matériau. Soit =
le tenseur de contraintes de Kirchhoff relatif 4 la configuration reldchée (), défini par:

P =%E‘10ET”' (15)

ol p. désigne la masse volumique dans la configuration ().
L’application de la méthode de Coleman & I'inégalité de Clausius—Duhem permet d’établir les
relations suivantes entre grandeurs thermoélastiques:

71___8(1') u__éié

. 9A $=-2F (16)
Désignons par H((m/p.), @, T) I’enthalpie libre spécifique définie par:
H=¢-Z:A° (17
Px
ol: désigne la contraction sur deux indices: (m/p.): A® = (mwy/p. )AL
Les relations (16) peuvent étre réécrites sous la forme suivante:
A= - _OH 5= dH (18)

@
Px
Dans Ia suite on fera de plus I'hypothése, qui n’est pas fondamentale pour les démonstrations,

mais apporte quelques simplifications dans les calculs, que les coefficients élastiques sont
indépendants de I'écrouissage:

2 2
06 _y SH _, (19)

d (E) oo
D

2.3 Relations en vitesses entre grandeurs thermoélastiques

Nous allons établir ici les relations entre vitesse de déformation élastique, vitesse de
contrainte et vitesse de température dont nous aurons besoin par la suite.

Dérivons donc la relation (18) par rapport au temps. On obtient:

A;=L‘i’m(%)+A%T (20)

ol 'on a posé:

2 2
g-rsz—-.—....—‘.a.__l—{—’ Ag:_._._a__li... 2n

px p px

Pour obtenir des relations entre grandeurs eulériennes, exprimons la vitesse A° en fonction de
la vitesse de déformation élastique. La définition de A® permet de montrer que:

A*=E'D'E ou D°=E"'A°E"". 22

Dautre part la dérivation par rapport au temps de la relation (15) de définition du tenseur de
Kirchhoff 7 conduit a I'égalité:
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(1) g S (23)
Pe p

olt la dérivée o est définie de la maniére suivante:

G=06-Vo—-—oVT+gdivy. 24)
Cette dérivée est une dérivée au sens de Truesdell lorsque la transformation plastique a lieu sans
variation de volume.

Désignons par L et A les matrices des coefficients élastiques apparents définies par:

Lowrs = EmER LiwEW Ex!
et
Ann = ELAYEL. (25)
Les relations (22), (23), (25) permettent de transformer la relation (20) et d'obtenir Pexpression de

la vitesse de déformation élastique en fonction de la vitesse de contrainte et de la vitesse de
température sous la forme:

D°=L: ‘;’ +AT. (26)

Nous pouvons inverser cette derniére relation pour exprimer la vitesse de contrainte & en
fonction de la vitesse de déformation élastique et de la vitesse de température. Soit K la matrice
inverse de L et soit M la matrice définie par:

M=-K:A. 27

De (26) on déduit alors:

=K:D* +MT. (28)

o lQ

On aurait pu obtenir le méme résultat en dérivant la relation (16) par rapport au temps,
Compte-tenu de cette remarque et des relations (22), (23), on voit que si 'on pose:

a’p ER)
o __Y ¥ _ 0 = ——
= gaeans, 0 Mi=gaer (29)

les matrices K et M sont données par:
Kmnpq = EmiEan?jklEpqul et an = Eml'M?iEnj- (30)

Nous remarquons ici la maniére dont la transformation élastique intervient dans I'expression de
K et L. Si la matrice K® est constante, ¢’est-a-dire si le potentiel élastique est quadratique, la
matrice K n’est constante que dans le cas ol la déformation élastique est négligeable (E est une
rotation) et ol le matériau est isotrope dans les configurations relichées. Notons d’autre part que
si K® définit une forme quadratique définie positive il en est de méme de K.

3. THERMOPLASTICITE NON COUPLEE
3.1 Présentation
Nous considérons dans cette partic les matériaux élastoviscoplastiques a déformation
plastique instantanée en I'absence de couplage thermomécanique. Nous supposons donc que la
distribution des températures et leur vitesse dans un volume V de matiére sont indépendantes de
son évolution mécanique, et sont donc données par I’équation de ia chaleur.

1J8S Vol. 1t No. 9—B
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Nous cherchons 4 établir pour les matériaux étudiés ici un principe de minimum en vitesses de
déplacement suivant la méthode de Hill rappelée au paragraphe 2.1. Nous devons donc exprimer
la vitesse de contrainte nominale @ en fonction du gradient de la vitesse de déplacement.
Comparant les équations (1) et (24), nous notons la relation suivante entre ¢ et &:

b6=0+0V — (V" +V'g). (31)

Nous commencerons donc par exprimer ¢ en fonction du gradient de la vitesse de déplacement

et nous en déduirons 6.

3.2 Loi de comportement plastique et viscoplastique

Pour un matériau élastoviscoplastique & déformation plastique instantanée, le gradient de la
vitesse de transformation plastique est la somme d’un terme viscoplastique fonction de I'état actuel
du matérian et d'un terme de plasticité instantanée.

Introduisons un nouveau tenseur de contraintes ¢ défini par:

=E'EZ-g"Zg™". 32)
v Pe p
On sait que 'on peut généraliser la théorie du potentiel plastique de Hill au cas de la
transformation finie, soit comme Mandel[1] a partir d’hypothéses physiques, soit comme Nguyen
et Halphen[9] & partir du principe de dissipativité normale. Il existe alors une frontiére de
plasticité instantanée définie par:

fa, T)=0

olt f est une fonction convexe de ¢ et le gradient de la vitesse de transformation plastique
s'écrit:

{x\>05if=0etf=0

A=0sif<0ouf<0 (33)

op—t — RO of
PP —B(t{r,a,T)-%AM’

ot B°(, a, T) est la partie viscoplastique de ce gradient.
De méme I'évolution des paramétres internes a, est donnée par une relation de la forme:

ay = be(P, &, )+ Aev(f, @, T) (34)

ol A a la méme valeur que dans la relation (33).

3.3 Expression de la vitesse de déformation totale en fonction des vitesses de contrainte et de
température

La relation (13) indique que la vitesse de déformation totale D est la somme de la vitesse de
déformation élastique D° et de la vitesse de déformation plastique D”. L’équation (26) nous donne
I'expression de D° en fonction de & et T. 11 nous faut donc exprimer D” en fonction de & et T.
c’est-d-dire calculer le muitiplicateur plastique A en fonction de ces vitesses, la partie
viscoplastique de la vitesse de déformation étant donnée par I'état actuel du matériau.

Considérons donc un point sur la frontiére de plasticité instantanée f = 0 et supposons qu’il soit
en charge plastique, c’est-a-dire que f =0, soit:

K IR RS I

Remplagons dans cette équation a. par I'expression qu’en donne la relation de comportement
(34). On en déduit la valeur du multiplicateur plastique A:
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A= (af ¢+aifkbk+a—"%—> (36)

ol h = —(3f/da)cx est le module d’écrouissage en plasticité instantanée. Nous supposons dans
la suite que I’écrouissage instantané est positif, c’est-a-dire que h est positif.

11 nous faut maintenant calculer (3f/dy): ¢ en fonction de & et T. Dérivons par rapport au
temps la relation (32) qui définit ¢ Nous obtenons:

U= %Er(d' +V o —aV +gdivyET" (37)
D’aprés la définition (24) de & nous pouvons écrire I’équation (37) sous la forme:
e %ET(& +2D°¢)E"". (38)

Remplagons maintenant D° par la valeur qu’en donne la relation (26) en fonction de & et T. 1l
vient:

o =%Ef[é+2(L:g)a +2A0-T]ET“. (39)
Introduisons maintenant les notations suivantes:

n%—érpfl—)etn En’E"". (40)

Si on identifie les yr; aux composantes d’'un vecteur de R®, les n{, sont les composantes de la
normale 2 la frontiére de plasticité instantanée dans R’.
L’équation (39) qui donne la valeur de ¢ permet d’écrire:

.

AU .p_ [&+2<L:g)¢r+2AaT]. 1)

Or il est facile d’établir que:

|

(42)

o [(2)e] -

et que:
n: (Ae) = (no): A. (43)

On peut maintenant transformer I’équation (41) en utilisant les relations (42) et (43) et I'écrire sous
la forme:

n’ s = [n+%(no'): L]:g-k%(no'):AT. (44)

Reportons cette valeur dans I’équation (36). Nous obtenons alors I'expression suivante du
multiplicateur plastique A lorsqu’il y a charge plastique:

A=}ll{[n+ (meo): ];v+bik [ (mo): A+ f]:r} (45)

Si un point se trouve sur la frontiére de plasticité instantanée, la décharge est caractérisée par f <0



954 B. HALPHEN
et alors A = 0. On peut alors donner au multiplicateur plastique A la forme suivante:

A =le(f)<[n+§(mr):L} ;'+—3i [P( o): A+8—”T> (46)

ol {x) désigne la partie positive du nombre réel x, égale a x si x =0, a zéro si x <0, et ol Y(f) est
définie par:

Y()=1sif=0 Y(f)=0sif<0.

Posons alors: B = EB’E". Reportons dans la relation (11) de définition de la partie plastique du
gradient de la vitesse I'équation (33) dans laquelle on remplace A par sa valeur donnée par (46), on
obtient:

V":B+le(f)<[n+ (no )L] §+‘9—f [p( )A+—”T>n 47

Désignant par {B} la partie symétrique de B, on peut alors donner I'expression suivante de la vitesse
de déformation totale:

D=L:%+AT+{B}

+le(f){n}<[n+§(na):L] Ti [p( )A+ﬁ]r> (48)

L’équation (48) nous donne, lorsque 1’on connait I'état actuel du matériau la valeur de la vitesse de
déformation totale D en fonction des vitesses de contrainte o et de température T.

3.4 Expression dela vitesse de contrainte en fonction des vitesses de déformation et de température

Nous allons maintenant inverser la relation (48) pour obtenir I'expression de la vitesse de
contrainte ¢ en fonction de la vitesse de déformation totale D et de la vitesse de température T.
Multipliant les deux membres de I’équation (48) par I'inverse K de L, on obtient:

=K:(D-AT-B)-AK:n (49)

™ | Qe

ol les symétries de K ont permis de remplacer {B} et {n} par B et n respectivement.
1l nous faut maintenant calculer le multiplicateur plastique A en fonction de D et T. Supposons
que f =0 et qu’il y ait charge plastique f = 0. Multiplions les deux membres de I'équation (49) par

n+%(na): L. Compte tenu de 'expression (45) de A, on obtient:

h)\—%fk [i( )A+af]

, , )
=n:K:(D—AT—B)+—Z—(na'): (D—AT—B)—A(n:K:nJr;(na):n). (50)
D’ol on déduit:
n:K:(D—AT—B)+2(na-):(D—B)+—‘—9Lb,c af
A= p day (?T 1)

h +n:K:n+‘—;~(na-):n

Pour avoir réellement 'expression de A en fonction des vitesses de déformation et de température,
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il faut avoir un critére de charge et de décharge en fonction de ces vitesses. La décharge est
caractérisée par f <0, A =0, ce qui implique:

L+ fbk+ fT<o (52)

En décharge, la déformation est élastoviscoplastique. La vitesse de déformation D est alors donnée
par I'équation (48) ot I'on fait Y(f) = 0. On peut alors inverser cette derniére équation sous la
forme:

=K:(D—-AT -B). (53)

Qe

Reportant alors cette équation dans la relation (44) qui donne I'expression de n°: #, la condition de
décharge (52) s’écrit:

n:K:(D—"AT_B)+%(nU):(D_B)+0_if—bk+ fT<0 (54)
k
Le multiplicateur A étant positif ou nul, on voit que, sous la restriction:
2
h+n:K:n+;(na'):n>0 (55)

I'inégalité (54) caractérise la décharge. On a alors:

A = Y(f) oT /. (56)

h +n:K:n+;(n0):n

<n K:(D-AT-B)+> 2 no):(D—B)+ afbk+"—f >

L’équation (49) permet alors de connaitre ’expression de la vitesse de contrainte ¢ en fonction
des vitesses de déformation D et de température T:

© Qe

=K:(D—-AT-B)

<n:K:(D AT - B+ 2 (ner): (D - B)+ - af :7{>
-K:nY(f)

5 (57)
h+n:K:n+;( o):n

L’inégalité (55) est une condition nécessaire sur I’état actuel du matériau pour pouvoir distinguer la
charge plastique de la décharge en fonction de la vitesse de déformation totale D. C’est alors une
condition nécessaire pour pouvoir exprimer la vitesse de contrainte & en fonction de D.

Si on suppose que K est une matrice définie positive, on est sir que:

h+n:K:n>0. (58)

C’est donc le troisiéme terme du premier membre de I'inégalité (55) qui peut le rendre négatif.
Notons qu’avec la loi de comportement en transformation finie qu’il avait choisie, Hill [3] trouvait
une condition du type (58), identique & celle que ’on trouve en petite transformation, et que ’on
pouvait supposer toujours vérifiée.

Nous supposons dans la suite que 'inégalité (55) est vérifiée, et donc que 'on peut écrire la
relation (57), partout dans le volume V de matiére que on considérera.

3.5 Unicité et principe d’extremum en thermoplasticité non couplée
Connaissant I'expression de la vitesse de contrainte & et du multiplicateur plastique A,
c¢’est-a-dire de la partie plastique du gradient de la vitesse, en fonction de la vitesse de déformation
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Detdela yitesse de température T, nous sommes en mesure de calculer la vitesse de contrainte
nominale @ en fonction du gradient de la vitesse de déplacement. La relation (31) entre @ et & etles
équations (56) et (57) permettent d’écrire:

6=pK:(D-AT-B)+oV' —(¢B” +Bo)

KD AT — BVt Z ey (D _my 2 O O
<n.K.(D AT -B)+(00): (D B)+aakbk+aTT>

—(pK:n+on" +ne)Y(f)

h +n:K:n+%(no):n
(59)

Grace aux symétries des différents tenseurs qui interviennent dans I'expression de 6, on peut
écrire la relation (59) sous la forme:

.U
U(V) étant défini par:
U=§(D—AT—B):K:(D—AT—B)+%a.~,v,~,v,»;—(o-BT+Bg-);D
2
<n:K:(D—AT—B)+z(na-):(D—B)+5%f_ k+aﬁ{:T>
-8Y() P ‘ 61

h +n:K:n+%(no-):n

Comme, d’aprés la relation (60), la vitesse de contrainte nominale 6 dérive d’un potentiel en
gradient de la vitesse de déplacement, on peut utiliser les résultats de Hill rappelés au paragraphe
2.1,

La solution du probléme aux limites en vitesses de déplacement rend extrémale la fonctionnelle
J(v*) définie par I’équation (7).

Si la condition (8) de convexité de la fonctionnelle J(v*) est vérifiée, la solution unique du
probléme en vitesses rend J(v¥) minimale.

Pour expliciter la condition (8), qui nous donne une condition suffisante d’unicité de la
solution du probléme en vitesses, il faut distingner pour chacun des deux champs de vitesses v',
v* cinématiquement admissibles envisagés quelles sont les zénes du volume V en charge ou en
décharge plastique. Pour éviter de faire cette distinction, nous allons, comme I'a fait Hill[3],
déduire du critére (8) un critére d’unicité plus faible, c’est-a-dire condition suffisante pour que le
critére (8) soit vérifié.

Remarquons d’abord que:

(=N - x) < (x' = x"’ (62)

Cette inégalité entraine que:

f (é:,-—é,’,-)(v},-—oi)dfaf lp AD:K:AD + o:, Avi, Av;,

(63)

[n:K:AD+Z(n¢r):AD]
—p L dr

h +n:K:n+%(no-)n
ot AD=D'-D? Av=v' -V’

On en déduit alors le critére d’unicité suivant:
La solution du probléme aux limites en vitesses de déplacement est unique si quels gue soient
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les champs de vitesses v', v°, cinématiquement admissibles, I'inégalité suivante est vérifiée:

[n:K:AD+%(na):AD]~

j p AD:K:AD+ o, Avi Avsi — p dr >0. 64)

h +n:K:n+§(no-):n

Notons que ce dernier critére d’unicité (64) ne contient ni termes viscoplastiques, ni termes
thermiques. 11 s’applique donc dans tous les cas de plasticité sans couplage thermomécanique,
avec ou sans déformation viscoplastique, isotherme ou non.

3.6 Cas particuliers
(a) Plasticité isotherme. Considérons un matériau élastoplastique, & température constante,
sans déformations viscoplastiques. Pour un tel matériau, le potentiel U a la forme suivante:

2
| <n:K:D+z(ﬂ0'):D>

U =§D:K:D+§Uirvjrvii “g ‘ 2 ©
h +n:K:n+;(m"):n

(b) Viscoplasticité isotherme. Considérons un matériau élastoviscoplastique, sans
déformations plastiques instantanées, a température constante. Le potentiel U de ce matériau a
la forme suivante:

U= g(D— B):K:(D-B)+ %airv;,v,-i —(eB” +Bo):D. (66)
Le critére (8) de convexité de J(v*) s’écrit alors:
f [p AD:K:AD+ 0, A0, Av,] dr > 0. ©7)

Ce critére est identique & celui que I’on trouve en élasticité finie. Il faut cependant rappeler que
(67) n’est qu'une condition suffisante d’unicité de la solution du probléme en vitesses de
déplacement; on ne peut donc pas affirmer qu’il y a équivalence entre I'unicité en vitesses en
viscoplasticité et en élasticité.

4. THERMOVISCOPLASTICITE COUPLEE

4.1 Présentation
Nous considérons maintenant un matériau élastoviscoplastique sans déformations plastiques
instantanées. Conformément & I'équation de conservation de I’énergie, nous tenons compte du
couplage entre effets thermiques et effets mécaniques.
Pour évaluer la vitesse de contrainte nominale 6, nous commencerons comme précédemment
par calculer la vitesse de contrainte & en fonction de la vitesse de déformation totale D. La
relation thermoélastique (28) nous permet d’écrire:

Q¢

=K:(D~-D*)+MT (68)

Pour un matériau viscoplastique, la partie plastique V” du gradient de la vitesse et donc sa partie
symétrique D” sont données par I'état actuel du matériau; I’équation (33) s’écrit:

VP =By, e, T) (69)

Pour calculer & en fonction de D, il ne nous reste donc qu’a calculer la vitesse de température 7.
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4.2. Calcul de la vitesse de température
Les relations (16) entre grandeurs thermoélastiques permettent de transformer 1'équation de
I’énergie et de la mettre sous la forme:

75 = r(ZEmbp ) - 224, - Laivg (70)
P dou P
q désignant le vecteur flux de chaleur.

La relation (15) qui définit o en fonction de o et la deuxiéme relation (16) permettent de
réécrire 1’équation (70) sous la forme suivante:

% 3% R oD’ 9 . 1.
aTZT TaTaAf,A” TaTaak P e i P div q. (71)
Introduisons alors les notations suivantes:
2 2
c=— 3¢Nk_ ¢_TL‘E_ (72)

aT? Ao dadT"

¢ est la chaleur spécifique & déformation élastique et écrouissage constant. Remarquant d’autre
part que:

d’ A€ _ T
aTaA,, s=M’:A°=M:D (73)
on peut écrire I’équation (71) sous la forme:
. P
T=1[TM:D‘—Nkbk +Q——ldivq]. (74)
c PP

On a ainsi exprimé la vitesse de température en fonction de la vitesse de déformation élastique et
de I’état actuel du matériau, c’est-a-dire en fonction de la vitesse de déformation totale et de I’état
actuel du matériau:

X P
T=%[TM:(D—D")—Nkbk+U D —ﬁdivq]- (75)

Notons que T n’est donnée par cette équation (75) qu’a I'intérieur d’un volume V de matiére, et

non sur sa frontiére aV. Sur aV, T est liée aux conditions aux limites thermiques.

4.3 Vitesse de contrainte nominale. Unicité et principe d’extremum en vitesses
Reportons dans ’équation (68) la valeur de T donnée par (75); on obtient:

oD ) (76)

[ (D-D)+ iM(TD _Np L
T=®+8:0-D)+ M ( - Nib d1vq
oll la matrice S est définie par:
T
Smnpq = ?anMpq- (77)

La relation (31) entre la vitesse de contrainte nominale 6 et la vitesse de contrainte & permet
alors de calculer 6:

b6=pK+8):D-D")+ oV — (Voo + oV )+ (o : D —pNib ~dive).  (78)
C
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Cette derniére équation montre qu’ici encore la vitesse de contrainte nominale 6 dérive d’un
potentiel U en gradient de la vitesse de déplacement:

U

0, = 90

(79)
le potentie] U étant donné par:

U= ’—Z)D:(K + S):D+%Uirvjrvji

—:[pK+8): 07 + Voo + oV - Mo .07 — pNube —dive)].  (80)
C

On retrouve évidemment le potentiel que I'on a trouvé au paragraphe 3. pour un matériau
élastoviscoplastique sans déformations plastiques instantanées en I’absence de couplage
thermomécanique en supprimant la matrice de couplage S et les termes de dissipation
oD? ~ pNbi. Le terme en div q vient alors de I'expression de T donnée par I’équation de la
chaleur.

La relation (79) permet d’affirmer que la solution du probléme aux limites en vitesses rend la
fonctionnelle J(v*) définie par I'équation (7) extrémale, et minimale si J est convexe.

Le critére de convexité (8), qui est aussi une condition suffisante d’unicité de la solution du
probléme en vitesses, s’écrit ici:

J' [p AD: (K +8): AD + 0y Avy Avg] d7 >0 @1)

quels que soient les champs de vitesses v',v’ cinématiquement admissibles, Av désignant leur
différence.

Le critere d’unicité (81) est le méme que celui que I'on obtiendrait par la méme méthode en
thermoélasticité finie. On note que la matrice S étant définie positive, la condition suffisante
d’unicité donnée par la convexité de la fonctionnelle J est plus facilement vérifiée lorsqu’on tient
compte du couplage thermomécanique que lorsqu’on n’en tient pas compte.

5. CONCLUSION

Nous avons établi un principe d’extrémum en vitesses de déplacement pour un matériau
élastoviscoplastique & déformation plastique instantanée sans couplage thermomécanique et pour
un matériau élastoviscoplastique avec couplage thermomécanique.

Considérons maintenant le probléme de I’évolution d’un volume de matiére pour certaines
conditions aux limites. Un principe de minimum tel que ceux que nous avons établis permet & un
instant ¢t de déterminer numériquement le champ des vitesses de déplacement. Il est facile de voir
que, connaissant ce champ, on peut calculer la vitesse de contrainte nominale 8, la vitesse de la
transformation plastique et de la transformation élastique, la vitesse des paramétres internes et
de la température.

Utilisant les conditions aux limites thermiques pour calculer la température, on peut alors
déterminer 1'état du matériau a I'instant ¢ + dt. Finalement les principes d’extrémum que nous
avons établis permettent de résoudre numériquement un probléme d’évolution thermoplastique
en transformation finie.
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